
Mathematical Methods in Physics HW3 

1. Consider the space 𝑃ଶ of polynomials up to second order in 𝑡 with the inner product defined by 

ሺ𝑥,𝑦ሻ ൌ ׬ 𝑥ሺ𝑡ሻ𝑦ሺ𝑡ሻ 𝑑𝑡
ଵ
଴ . Using the standard basis 𝑋 ൌ ሼ1, 𝑡, 𝑡ଶሽ as well as the orthonormal one we 

found in class 𝑌 ൌ ቄ1,√12 ቀ𝑡 െ
ଵ

ଶ
ቁ ,√180ሺ𝑡ଶ െ 𝑡 ൅

ଵ

଺
ሻቅ, evaluate the angle between the two vectors 𝑥 ൌ

1 ൅ 2𝑡 ൅ 3𝑡ଶ and 𝑦 ൌ െ2 ൅ 𝑡ଶ. Compare your results. Which method was easier? 

We have that 𝜃 ൌ 𝑐𝑜𝑠ିଵ ቀ
ሺ௫,௬ሻ

‖௫‖‖௬‖
ቁ. 

To use the standard basis, we need to remember cross terms and that the magnitude of basis vectors 

isn’t one. So we have: 

 ሺ𝑥,𝑦ሻ ൌ ׬ ሺ1 ൅ 2𝑡 ൅ 3𝑡ଶሻሺെ2 ൅ 𝑡ଶሻ
ଵ
଴ 𝑑𝑡 ൌ ׬ ሺെ2 െ 4𝑡 െ 5𝑡ଶ ൅ 2𝑡ଷ ൅ 3𝑡ସሻ

ଵ
଴ 𝑑𝑡 ൌ െ

ଵଷ଻

ଷ଴
 

‖𝑥‖ ൌ ට׬ ሺ1 ൅ 2𝑡 ൅ 3𝑡ଶሻሺ1 ൅ 2𝑡 ൅ 3𝑡ଶሻ𝑑𝑡
ଵ
଴ ൌ ට׬ ሺ1 ൅ 4𝑡 ൅ 10𝑡ଶ ൅ 12𝑡ଷ ൅ 9𝑡ସሻ𝑑𝑡

ଵ
଴ ൌ ටଵ଺଻

ଵହ
  

‖𝑦‖ ൌ ට׬ ሺെ2 ൅ 𝑡ଶሻሺെ2 ൅ 𝑡ଶሻ𝑑𝑡
ଵ
଴ ൌ ට׬ ሺ4 െ 4𝑡ଶ ൅ 𝑡ସሻ𝑑𝑡

ଵ
଴ ൌ ටସଷ

ଵହ
  

Putting it all together we find 𝜃 ൌ 143.9௢. 

To use the orthonormal basis we first have to find the vectors in that basis. After that, everything should 

be much easier. So for any vector 𝑣 starting in the 𝑋 basis, we can rewrite it in the 𝑌 basis using: 

𝑣 ൌ 𝛼଴ ൅ 𝛼ଵ 2√3 ቀ𝑡 െ
ଵ

ଶ
ቁ ൅ 𝛼ଶ 6√5 ቀ𝑡ଶ െ 𝑡 ൅

ଵ

଺
ቁ ൌ ൫𝛼଴ െ 𝛼ଵ√3 ൅ 𝛼ଶ√5൯ ൅ ൫𝛼ଵ2√3 െ 𝛼ଶ6√5൯𝑡 ൅ 𝛼ଶ𝑡ଶ  

Equating terms to 𝑥 ൌ 1 ൅ 2𝑡 ൅ 3𝑡ଶ we find 𝛼ଶ ൌ
ଵ

ଶ√ହ
,𝛼ଵ ൌ

ହ

ଶ√ଷ
,𝛼଴ ൌ 3, so 𝑥 ൌ 3𝑦଴ ൅

ହ

ଶ√ଷ
𝑦ଵ ൅

ଵ

ଶ√ହ
𝑦ଶ. 

Similarly, for 𝑦 ൌ െ2 ൅ 𝑡ଶ we find 𝛼ଶ ൌ
ଵ

଺√ହ
,𝛼ଵ ൌ

ଵ

ଶ√ଷ
,𝛼଴ ൌ െ

ହ

ଷ
, so 𝑦 ൌ െ

ହ

ଷ
𝑦଴ ൅

ଵ

ଶ√ଷ
𝑦ଵ ൅

ଵ

଺√ହ
𝑦ଶ. 

Now we can calculate 𝜃 by largely ignoring the orthonormal basis and just focusing on the coeffiecients: 

ሺ𝑥,𝑦ሻ ൌ 3 ቀെ
ହ

ଷ
ቁ ൅

ହ

ଶ√ଷ

ଵ

ଶ√ଷ
൅

ଵ

ଶ√ହ

ଵ

଺√ହ
ൌ െ

ଵଷ଻

ଷ଴
  

‖𝑥‖ ൌ ට3 ∙ 3 ൅
ହ

ଶ√ଷ

ହ

ଶ√ଷ
൅

ଵ

ଶ√ହ

ଵ

ଶ√ହ
ൌ ටଵ଺଻

ଵହ
  

‖𝑦‖ ൌ ටെ
ହ

ଷ
∙ െ

ହ

ଷ
൅

ଵ

ଶ√ଷ

ଵ

ଶ√ଷ
൅

ଵ

଺√ହ

ଵ

଺√ହ
ൌ ටସଷ

ଵହ
  

Thus we get the same angle as when using the other basis. I would say that starting with the original 

basis was a bit quicker since that is the readily identifiable basis in the original polynomial expressions. 



2. Consider the vector space of even polynomials up to 4th degree armed with the inner product defined 

by ሺ𝑥,𝑦ሻ ൌ ׬ 𝑥ሺ𝑡ሻ𝑦ሺ𝑡ሻ 𝑑𝑡
ଵ
଴ . A natural basis would be 𝑋 ൌ ሼ𝑥଴, 𝑥ଶ, 𝑥ସሽ ൌ ሼ1, 𝑡ଶ, 𝑡ସሽ.  

a) Confirm that this basis is not orthogonal. 

ሺ1, 𝑡ଶሻ ൌ ׬ 𝑡ଶ 𝑑𝑡
ଵ
଴ ൌ

ଵ

ଷ
് 0 , ሺ1, 𝑡ସሻ ൌ ׬ 𝑡ସ 𝑑𝑡

ଵ
଴ ൌ

ଵ

ହ
് 0 , ሺ𝑡ଶ, 𝑡ସሻ ൌ ׬ 𝑡଺ 𝑑𝑡

ଵ
଴ ൌ

ଵ

଻
് 0  

b) Starting with the basis vector 𝑥଴, use the Graham‐Schmidt process to determine an orthonormal 

basis. 

𝑦ଵ ൌ
௫೚
‖௫೚‖

ൌ 1  

𝑦ଶ ൌ
௫మିሺ௬భ,௫మሻ௬భ
‖௫మିሺ௬భ,௫మሻ௬భ‖

ൌ
௧మି׬ ௧మ ௗ௧

భ
బ

ቛ௧మି׬ ௧మ ௗ௧
భ
బ ቛ

ൌ
௧మି

భ
య

ට׬ ሺ௧మି
భ
య
ሻమ ௗ௧

భ
బ

ൌ √ସହ

ଶ
ሺ𝑡ଶ െ

ଵ

ଷ
ሻ  

𝑦ଷ ൌ
௫రିሺ௬భ,௫రሻ௬భିሺ௬మ,௫రሻ௬మ
‖௫రିሺ௬భ,௫రሻ௬భିሺ௬మ,௫రሻ௬మ‖

ൌ
௧రି׬ ௧ర ௗ௧

భ
బ ି√

రఱ
మ
ሺ௧మି

భ
య
ሻ ׬

√రఱ
మ
ሺ௧మି

భ
య
ሻ௧ర ௗ௧

భ
బ

ฯ௧రି׬ ௧ర ௗ௧
భ
బ ି√

రఱ
మ
ሺ௧మି

భ
య
ሻ ׬

√రఱ
మ
ሺ௧మି

భ
య
ሻ௧ర ௗ௧

భ
బ ฯ

  

     ൌ
௧రି

భ
ఱ
ି
రఱ
ర
ሺ௧మି

భ
య
ሻ
ఴ
భబఱ

ቛ௧రି
భ
ఱ
ି
రఱ
ర
ሺ௧మି

భ
య
ሻ
ఴ
భబఱ

ቛ
ൌ

௧రି
ల
ళ
௧మା

య
యఱ

ቛ௧రି
ల
ళ
௧మା

య
యఱ
ቛ
ൌ ට ଺ସ

ଵଵ଴ଶହ
ቀ𝑡ସ െ

଺

଻
𝑡ଶ ൅

ଷ

ଷହ
ቁ ൌ

଼

ଵ଴ହ
ቀ𝑡ସ െ

଺

଻
𝑡ଶ ൅

ଷ

ଷହ
ቁ  

c) Starting this time with the basis vector 𝑥ଶ, use Graham‐Schmidt to determine an orthonormal 

basis. 

𝑦ଵ ൌ
௫మ
‖௫మ‖

ൌ
௧మ

ට׬ ௧రௗ௧
భ
బ

ൌ √5𝑡ଶ  

𝑦ଶ ൌ
௫రିሺ௬భ,௫రሻ௬భ
‖௫రିሺ௬భ,௫రሻ௬భ‖

ൌ
௧రି√ହ௧మ ׬ √ହ௧ల ௗ௧

భ
బ

ቛ௧రି√ହ௧మ ׬ √ହ௧ల ௗ௧
భ
బ ቛ

ൌ
௧రି

ఱ
ళ
௧మ

ට׬ ሺ௧రି
ఱ
ళ
௧మሻమ ௗ௧

భ
బ

ൌ
ଶ

ଶଵ
ሺ𝑡ସ െ

ହ

଻
𝑡ଶሻ  

𝑦ଷ ൌ
௫బିሺ௬భ,௫బሻ௬భିሺ௬మ,௫బሻ௬మ
‖௫బିሺ௬భ,௫బሻ௬భିሺ௬మ,௫బሻ௬మ‖

ൌ
ଵି

ఱ
య
௧మା

భల
రలయబఱ

ሺ௧రି
ఱ
ళ
௧మሻ

ට׬ ቂଵି
ఱ
య
௧మା

భల
రలయబఱ

ሺ௧రି
ఱ
ళ
௧మሻቃ

మ
ௗ௧

భ
బ

ൌ 𝑁 ቂ1 െ
ହ

ଷ
𝑡ଶ ൅

ଵ଺

ସ଺ଷ଴ହ
ሺ𝑡ସ െ

ହ

଻
𝑡ଶሻቃ  

3. Consider the derivative operators 𝐷 ൌ
ௗ

ௗ௧
 and 𝐷ଶ ൌ

ௗమ

ௗ௧మ
 acting on the vector space considered in 

question (2).  

a) Are both of these linear operators on this space? Explain. 

The first derivative takes the basis from ሼ1, 𝑡ଶ, 𝑡ସሽ to ሼ0,2𝑡, 4𝑡ଷሽ. The last two are not elements 

of the original vector space, so 𝐷 is not a linear operator. 
The second derivative takes the basis from ሼ1, 𝑡ଶ, 𝑡ସሽ to ሼ0,2, 12𝑡ଶሽ. All of these are elements of 

the original vector space, so 𝐷ଶ is a linear operator. 
b) For any of these two that are linear operators, find their matrix representations with respect to 

the three bases discussed in problem (2). Verify the matrix forms by acting on the vector 𝑥 ൌ
𝛼଴ ൅ 𝛼ଶ𝑡ଶ ൅ 𝛼ସ𝑡ସ (rewritten in terms of each basis) with both the straight derivative(s) and via 

matrix multiplication of the components. 

First of all, 𝐷ଶ𝑥 ൌ 2𝛼ଶ ൅ 12𝛼ସ𝑡ଶ for the first basis so 𝐷ଶ ൌ ൭
0 2 0
0 0 12
0 0 0

൱. 



For the second basis we have 𝑥 ൌ ቀ𝛼଴ ൅
ఈమ
ଷ
൅

ఈర
ହ
ቁ 𝑦ଵ ൅ ቀ ଶ

√ସହ
𝛼ଶ െ

ଵଶ

଻√ସହ
𝛼ସቁ 𝑦ଶ ൅

ଵ଴ହ

଼
𝛼ସ𝑦ଷ and 

then 𝐷ଶ𝑥 ൌ ሺ2𝛼ଶ ൅ 4𝛼ସሻ𝑦ଵ ൅
ଶସ

√ସହ
𝛼ସ𝑦ଶ. Then we need a matrix 𝐷ଶ s.t. 

𝐷ଶ

⎝

⎜
⎛

𝛼଴ ൅
ఈమ
ଷ
൅

ఈర
ହ

ଶ

√ସହ
𝛼ଶ െ

ଵଶ

଻√ସହ
𝛼ସ

ଵ଴ହ

଼
𝛼ସ ⎠

⎟
⎞
ൌ ቌ

2𝛼ଶ ൅ 4𝛼ସ
ଶସ

√ସହ
𝛼ସ

0

ቍ  ⇒    𝐷ଶ ൌ ൮

0 √45
ଷଶ଴

଻ଷହ

0 0
ଵଽଶ

ଵ଴ହ√ସହ
0 0 0

൲.  

c) Find the transformation that carries the operators between each of the three basis sets.  

To find the transformation we can start by transforming the vector components of 𝑥 in the first 
basis to the components in the second basis: 

𝑈൭
𝛼଴
𝛼ଶ
𝛼ସ
൱ ൌ

⎝

⎜
⎛

𝛼଴ ൅
ఈమ
ଷ
൅

ఈర
ହ

ଶ

√ସହ
𝛼ଶ െ

ଵଶ

଻√ସହ
𝛼ସ

ଵ଴ହ

଼
𝛼ସ ⎠

⎟
⎞

  ⇒    𝑈 ൌ

⎝

⎜
⎛

1
ଵ

ଷ

ଵ

ହ

0
ଶ

ଷ√ହ
െ

ସ

଻√ହ

0 0
ଵ଴ହ

଼ ⎠

⎟
⎞
  

Then we find its inverse: 

𝑈ିଵ ൌ

⎝

⎜
⎛

1 െ√ହ

ଶ
െ

ଵଷ଺

ଷ଺଻ହ

0
ଷ√ହ

ଶ

ସ଼

଻ଷହ

0 0
଼

ଵ଴ହ ⎠

⎟
⎞
  

And now we transform: 

 𝐷ଶ ൌ ൭
0 2 0
0 0 12
0 0 0

൱ → 𝑈𝐷ଶ𝑈ିଵ ൌ ൮

0 √45
ଷଶ଴

଻ଷହ

0 0
ଵଽଶ

ଵ଴ହ√ସହ
0 0 0

൲. 

 


